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　　摘　要：针对自然数幂和问题，利用多项式和矩 阵 理 论，得 到 了 一 种 计 算 自 然 数 幂 和 通 项 公 式 的 方 法，给 出 了

该方法的具体推导过程．此方法的优点是将自然数幂和问题转换为了线性方程组求解问题，更浅显易懂．
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０　引言

自然数幂和的探究是一个历史悠久的古老的数

学问题．自从古希腊数学家阿基米德研究以来，一直

是许多中外数学家、学者研究的热点，并得到了许多

有益的结果．Ｂｏｙｅｒ［１］借助于帕斯卡矩阵得到了自然

数幂和的通项公式，并且给出了通项公式中各系数

之间的关系；Ｇｕｏ等［２］．建立了关于自然数幂和的递

推算法；Ｍａｃｄｏｎａｌｄ［３］讨论了对称多项式，并且给出

了自然数 幂 和 与 对 称 多 项 式 之 间 的 联 系；Ｙａｎｇ［４］

给出了自然数幂和的通项公式以及系数与伯努利数

之间的关系．著名数学家陈景润等［５］对自然数幂和

进行了大量的研究，得到了前３０个幂和公式．马建

荣等［６］运用了 定 积 分 给 出ｘｍ 的 求 和 多 项 式，研 究

了该多项式的性质，得到自然数幂和的定积分算法；

杨志强［７］通过 逐 差 法，并 利 用 函 数ｘｍ 的 牛 顿 插 值

公式和组合 恒 等 式 得 到 了 自 然 数 幂 和 的 部 分 和 公

式；汪晓勤等［８］使用杨辉三角（帕斯卡三角），通过不

完全归纳得到自然数幂和通项公式；李卫高等［９］利

用阿贝尔变 换［１０］，建 立 一 个 降 幂 公 式，达 到 了 使 高

次幂求和转化为低次幂求和的目的，得到了自然数

幂和的递归算法．本文利用多项式根与系数的关系，

将自然数幂和问题转换为线性方程组求解问题；利

用线性方程组根的存在唯一性，建立了关于自然数

幂和通项公式的另一种计算方法．

１　主要引理及推论

引理１．１［１１］　设ｋ∈Ｎ＋，则序列｛ｎ（ｎ＋１）（ｎ＋

２）…（ｎ＋ｋ）｝的前ｎ项和为

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ（ｉ＋１）…（ｉ＋ｋ）＝ｎ

（ｎ＋１）…（ｎ＋ｋ＋１）
ｋ＋２

．（１）

引理１．２［１２］　 设ｆ（ｘ）＝ｘｎ ＋ａ１ｘｎ－１＋… ＋
ａｎ－１ｘ＋ａｎ，在复数域 瓘 上有ｎ个根αｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ），那么ａｉ 与αｉ 之间有如下的关系式

ａ１ ＝－（α１＋α２＋…＋αｎ），

ａ２ ＝ （α１α２＋α１α３＋…＋αｎ－１αｎ），

ａ３ ＝－（α１α２α３＋α１α２α４＋…＋αｎ－２αｎ－１αｎ），

　

ａｎ－１ ＝ （－１）ｎ－１（α１α２…αｎ－１＋α２α３…αｎ），

ａｎ ＝ （－１）ｎα１α２…αｎ－１αｎ

烍

烌

烎．
（２）

推论１．１　 若令βｉ＝－αｉ，则由（２）可以得到ａｉ
与βｉ 之间的关系式
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ａ１ ＝ （β１＋β２＋…＋βｎ），

ａ２ ＝ （β１β２＋β１β３＋…＋βｎ－１βｎ），

ａ３ ＝ （β１β２β３＋β１β２β４＋…＋βｎ－２βｎ－１βｎ），

　

ａｎ－１ ＝ （β１β２…βｎ－１＋…＋β２β３…βｎ），

ａｎ ＝β１β２…βｎ－１βｎ

烍

烌

烎．

（３）

２　 主要结论

引理２．１　设ｇ（ｘ）＝ｘ（ｘ＋１）…（ｘ＋ｋ－１）＝
ａｋ，ｋｘｋ＋ａｋ，ｋ－１ｘｋ－１＋…＋ａｋ，１ｘ＋ａｋ，０，则有

１）ａｋ，ｋ ＝１，ａｋ０ ＝０；

２）该多项式的其它系数满足下列等式

ａｋ，ｋ－１ ＝０＋１＋２＋…＋（ｋ－１），

ａｋ，ｋ－２ ＝１×２＋１×３＋…＋（ｋ－２）（ｋ－１），

　　

ａｋ，１ ＝１×２×…×（ｋ－１）

烍

烌

烎．
（４）

证明 　 当ｋ＝１时，结论显然成立．
假设ｋ＝ｍ时，结论成立，即有

１）ａｍ，ｍ ＝１，ａｍ，０ ＝０；

２）有下式成立

ａｍ，ｍ－１ ＝０＋１＋２＋…＋（ｍ－１），

ａｍ，ｍ－２ ＝１×２＋１×３＋…＋（ｍ－２）（ｍ－１），

　　

ａｍ，１ ＝１×２×…×（ｍ－１）

烍

烌

烎．
当ｋ＝ｍ＋１时

ｇ（ｘ）＝ｘ（ｘ＋１）…（ｘ＋ｍ－１）（ｘ＋ｍ）＝
（ａｍ，ｍｘｍ ＋ａｍ，ｍ－１ｘｍ－１＋…＋ａｍ，１ｘ＋

ａｍ，０）（ｘ＋ｍ）＝
ａｍ，ｍｘｍ＋１＋（ａｍ，ｍ－１＋ａｍ，ｍｍ）ｘｍ＋…＋（ａｍ，０＋

ａｍ，１ｍ）ｘ＋ａｍ，０ｍ．
在上 述 等 式 中，ａｍ＋１，ｍ＋１ ＝ａｍ，ｍ，ａｍ＋１，０ ＝ａｍ，０，

ａｍ＋１，ｊ＋１ ＝ａｍ，ｊ＋ａｍ，ｊ＋１ｍ （ｊ＝０，１，…，ｍ－１）．
根据上述假设可得

１）ａｍ＋１，ｍ＋１ ＝１，ａｍ＋１，０ ＝０；

２）有下式成立

ａｍ＋１，ｍ ＝０＋１＋２＋…＋ｍ，

ａｍ＋１，ｍ－１ ＝１×２＋１×３＋…＋（ｍ－１）ｍ，

　　　

ａｍ＋１，１ ＝１×２×…×（ｍ－１）×ｍ

烍

烌

烎．

　　 综上，引理２．１成立，证毕．

定理２．１　 对于任意ｋ∈Ｎ＋，设

Ｘ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ，∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ２，…，∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ（ ）ｋ

Ｔ，

Ｇ （＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∏
１－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ），∑
ｎ

ｉ＝１
∏
２－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ），…，∑
ｎ

ｉ＝１
∏
ｋ－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ））
Ｔ
，

Ａ＝

ａ１１ ０ ０ … ０

ａ２１ ａ２２ ０ … ０

ａ３１ ａ３２ ａ３３ … ０

    

ａｋ１ ａｋ２ ａｋ３ … ａ

烄

烆

烌

烎ｋｋ

．

若ｄｉｍＡ＝ｋ，则设Ａ－１ ＝Ｂ，由引理１．１，得

Ｘ＝ＢＣ，其中

Ｃ＝ ∏
１

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

２
，
∏
２

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

３
，
∏
３

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

４
，…，
∏
ｋ

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

ｋ＋

烄

烆

烌

烎１

Ｔ

，

Ｂ＝

ｂ１１ ０ ０ … ０

ｂ２１ ｂ２２ ０ … ０

ｂ３１ ｂ３２ ｂ３３ … ０

    

ｂｋ１ ｂｋ２ ｂｋ３ … ｂ

烄

烆

烌

烎ｋｋ

．

证明　对于任意ｋ∈Ｎ＋，设ｍ＝１，２，…，ｋ在引理２．１

中，令ｘ＝ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），求得ｇ（ｉ）的值如下．

ｇ（１）＝ａｍ，ｍ１ｍ ＋ａｍ，ｍ－１１ｍ－１＋…＋ａｍ，１１＋ａｍ，０，

ｇ（２）＝ａｍ，ｍ２ｍ ＋ａｍ，ｍ－１２ｍ－１＋…＋ａｍ，１２＋ａｍ，０，

ｇ（３）＝ａｍ，ｍ３ｍ ＋ａｍ，ｍ－１３ｍ－１＋…＋ａｍ，１３＋ａｍ，０，



ｇ（ｎ）＝ａｍ，ｍｎｍ ＋ａｍ，ｍ－１ｎｍ－１＋…＋ａｍ，１ｎ＋ａｍ，０

烍

烌

烎．

（５）

将方程组（５）中的ｎ个方程求和得

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ（ｉ＋１）…（ｉ＋ｍ－１）＝

ａｍ，ｍ∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ　ｍ ＋ａｍ，ｍ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ　ｍ－１＋…＋ａｍ，１∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ．

（６）

在方程组（６）中令ｍ＝１，２，…，ｋ，可以得到如下方

程．

·８２·
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∑
ｎ

ｉ＝１
∏
１－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ）

∑
ｎ

ｉ＝１
∏
２－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ）

∑
ｎ

ｉ＝１
∏
３－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ）



∑
ｎ

ｉ＝１
∏
ｋ－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ

烄

烆

烌

烎
）

＝

ａ１１ ０ ０ … ０
ａ２１ ａ２２ ０ … ０
ａ３１ ａ３２ ａ３３ … ０
    

ａｋ１ ａｋ２ ａｋ３ … ａ

烄

烆

烌

烎ｋｋ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ２

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ３



∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ

烄

烆

烌

烎
ｋ

．（７）

在方程（７）中，令

Ｘ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ，∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ２，…，∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ（ ）ｋ

Ｔ，

Ｇ （＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∏
１－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ），∑
ｎ

ｉ＝１
∏
２－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ），…，∑
ｎ

ｉ＝１
∏
ｋ－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ））
Ｔ
，

Ａ＝

ａ１１ ０ ０ … ０
ａ２１ ａ２２ ０ … ０
ａ３１ ａ３２ ａ３３ … ０
    

ａｋ１ ａｋ２ ａｋ３ … ａ

烄

烆

烌

烎ｋｋ

，

则方程（７）可以简化为

ＡＸ ＝Ｇ． （８）
而由 引 理２．１可 知，ａｍｍ ＝１（ｍ ＝１，２，…，ｋ），则

ｄｅｔ（Ａ）＝１＞０，故ｄｉｍＡ＝ｋ，且Ａ可逆，从而方程

（８）有唯一解．
设Ａ的逆矩阵为Ｂ，则方程（８）的解为

Ｘ＝Ａ－１　Ｇ＝ＢＧ． （９）
同时利用引理１．１有

∑
ｎ

ｉ＝１
∏
ｍ－１

ｊ＝０

（ｉ＋ｊ）＝
∏
ｍ

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

ｍ＋１
（ｍ＝１，２，…，ｋ），

所以ｂ＝ｃ，将其代入（９）式，可得

Ｘ＝ＢＣ．
从而定理得证，证毕．

定理２．２　 在定理２．１成立的条件下，对于任

意ｋ∈Ｎ＋，有下列式子成立．

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉｋ ＝ｂｋ１

∏
１

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

２ ＋ｂｋ２
∏
２

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

３ ＋

ｂｋ３
∏
３

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

４ ＋…＋ｂｋｋ
∏
ｋ

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

ｋ＋１
．

证明 　 根据定理２．１可以得到

Ｘ＝ＢＣ．
根据向量相等的条件和矩阵乘法的相关知识可

得

∑
ｎ

ｉ＝１
ｉｋ ＝ｂｋ１

∏
１

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

２ ＋ｂｋ２
∏
２

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

３ ＋

ｂｋ３
∏
３

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

４ ＋…＋ｂｋｋ
∏
ｋ

ｊ＝０

（ｎ＋ｊ）

ｋ＋１
．

从而定理得证．
本文通过利用多项式根与系数的关系，将自然

数幂和问题转化为线性方程组的求解问题，更浅显

易懂．
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